Jordan-féle normalalak

Megtanultuk, hogy barmely V' — V linearis transzformaciot egy méatrixszal reprezentalhatunk,
melynek alakja fiigg a V' vektortérbeli bazis megvalasztasatol. Lattuk azt is, hogy amennyiben
egy linedris transzformacio sajatvektorai bazist alkotnak V-ben, akkor ebben a bazisban ezen
transzforméacié matrixa diagondlis, a f6atloban a sajatértékekkel.

Azonban, az olyan n X n-es lineéris transzforméaciokat, melyek sajatalterei dimenzidinak Ossze-
ge nem n, azaz nincs n db linearisan fiiggetlen sajatvektoruk, igy sajatbazisuk sem, nem lehet
diagonalis alakra hozni. Mégis, a bazis alkalmas megvalasztédsaval az ilyen linearis transzfor-
méaciok matrixa olyan format 6lthet, ahol (legfeljebb) a f6atloban és az alatta levs "atloban"
vannak 0-tol kiilonb6z6 elemek. Ezt a "majdnem" diagonélis matrixot nevezziik a vizsgalt
transzforméacié Jordan-féle normélalakjanak. Tehat, egy A méatrix Jordan-féle normalalakja
egy A-hoz hasonld, diagondlishoz "legkozelebb" allo6 matrix, azaz 35 invertalhaté matrix, hogy
J = S71AS, ahol J a Jordan-féle normalalak.

Természetesen, ha egy linearis transzformacio sajatvektorai bazist alkotnak, akkor ennek Jordan-
féle normaéalalakja diagonélis matrix lesz, f6atloban a sajatértékekkel.

1. Tétel. (Jordan)

Legyen V eqy C feletti véges n dimenzids vektortér és AV — V egy linedris transzformdcid,
melynek karakterisztikus polinomgja ka(x) = (x — A" (x — A)#2 ... (z — N)™, mig minimdlpo-
linomja my(x) = (x — M\)* (x — M)k ... (x — \)™. Ekkor V-ben taldlhatd olyan bdzis, melyben
A mdtriza A; blokkokbol dll, ahol v = 1,2,...,1, egy-eqy A; blokk pedig A;; alblokkokbol ép1il
fel, melyek kizil a legnagyobb mérete (rogzitett i-re) k. Az Ai; j = 1,2,...,m; alblokkok
fddtlojaban minden elem \;, az alatt lévd dtloban minden elem 1, mig az dsszes tobbi elem 0.
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Megjegyzések.
e Vilagos, hogy Z§:1 i = .

e )\, geometriai multiplicitdsa a \;-hez tartoz6é Jordan-alblokkok szama, vagyis m;, ami meg-
egyezik a \; sajatértékhez tartozo sajataltér dimenziojaval.

e )\; algebrai multiplicitisa a \;-hez tartoz6 Jordan-alblokkok méretének Osszege, azaz A;
mérete, vagyis Y 1" si = fli.

e Egy komplex méatrix akkor és csak akkor diagonalizalhatd, ha minden \; sajatértékének
geometria és algebrai multiplicitasa megegyezik.

A Jordan-féle normalalak egyértelmii (a blokkok és alblokkok permutéciojanak erejéig).



