A dimenzi¢ fogalmanak felépitése

1. Definici6. A ¥),0s,...,0,, € V wvektorokat a V wvektortér (véges) generdtorrendszerének
nevezziik, ha V minden eleme elddll ezen vektorok linedris kombindcidjaként.

2. Definici6. Egy vektortér véges dimenzios, ha van véges sok elembdl dllo generdtorrendszere.
A tovabbiakban véges dimenzios vektorterekkel foglalkozunk.

3. Definici6. Az @, s, ..., 0, € V vektorok linedrisan figgetlenek, ha a 0-t csak a trividlis
linedris kombindciojuk dllitja eld.

1. Propozici6. Ha egy (legaldbb kételemi) linedrisan figgetlen rendszerbdl eqy tetszdleges vek-
tort elhagyunk, a maradék vektorok tovdabbra is linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak.

2. Propozicié. Ha az iy, s, . .., U, vektorok linedrisan fiiggetlenek, de az i, vektor hozzd-
vételével kapott rendszer mdr dsszefiiggd, akkor i, 1 elddll az s, ..., U, vektorok linedris
kombindcidjaként.

1. Lemma. Bdrmely V # {5} vektortérben taldlhato linedrisan fiiggetlen generdtorrendszer.
A 1. Lemma alapjan bevezethetjiik a bazis fogalmét.

4. Definicié. A linedrisan fiiggetlen generdtorrendszert bdzisnak nevezziik.

Szeretnénk eljutni a dimenzo6 fogalméhoz, melynek definiciojat megel6legezziik.

5. Definicié. Eqgy vektortér dimenzidja a bdzisinak elemszdma.

A definiciénak csak abban az esetben van értelme, ha adott vektortérben minden bazis elem-
szama azonos. Ezt fogjuk belatni.

1. Tétel. Eqy vektortérben barmely két bazis elemszdma azonos.
Ennél egy altalanosabb, erGsebb tételt latunk be, melynek specialis eseteként a 1. Tétel adodik.

2. Tétel. Ha uy, s, ..., u, linedrisan figgetlen rendszer, mig vy, Vs, ..., U,y generdtorrendszer
eqy V wvektortérben, akkor n < m.

Bizonyitas.
A 2. Tétel bizonyitasahoz fel fogjuk hasznalni a kévetkezd lemmat.

2. Lemma (Kicserélési lemma). Legyen iy, s, . . . , U, linedrisan fiiggetlen, mig Uy, Ua, ..., U,
generdtorrendszer egy V vektortérben. Ekkor barmely U;-hez taldlhato olyan U;, melyet ;-
vel kicserélve is linedrisan fiiggetlen rendszert kapunk, azaz
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18 linedrisan fiiggetlen rendszer.

A kicserélési lemma bizonyitasa.

Tegyiik fel, hogy pl. az u; vektort kicserélve barmelyik v;-re mindig linedrisan 6sszefiiggd
rendszert kapunk. Ekkor i, ..., linearisan fiiggetlen (1. Propozicio) és mindegyik
U; el6all az i, ..., u, vektorok linedris kombinaciojaként (2. Propozicio). Utobbi miatt
U;-k minden linearis kombinacioja is felirhat6 az s, . .., %, vektorok linearis kombinacio-
javal. Viszont a v}-k generatorrendszert alkotnak, ezért linearis kombinécioik eléallitjak a
vizsgalt vektortér minden vektorét, igy u;-t is. Vagyis, a fentieket egybevetve arra jutot-

tunk, hogy u; kifejezhet6 us, . . ., u, linearis kombinaciojaként. Ez utébbi viszont nyilvan
ellentmondéas, mert s, us, ..., u, linedrisan fiiggetlen rendszer volt. Tehat barmely u;

kicserélhet6 alkalmas vj-vel. [



Most mar ratérhetiink a 2. Tétel bizonyitasara. Cseréljiik ki elészor u;-t megfelel§ vj-re, majd
az 1gy kapott fiiggetlen rendszerben cseréljiik ki @y-t alkalmas vj-re. Ezt folytassuk addig, amig
az Uk el nem fogynak. Az igy kapott rendszerben mar csak a v;-k szerepelnek, ezek kozott
pedig a fliggetlenség miatt nem lehet két egyenlS. Azaz, legalabb annyi ¥;-nek kell lennie, mint
ﬁi—nek. L]

A 1. Tétel allitasat ez alapjan ugy kapjuk, hogy az egyik béazist a linearis fiiggetlen rendszernek,
a masik bazist a generatorrendszernek tekintjiik, majd ezt forditva is megtessziik.

Megjegyzés.

A Gyémant-Gorbe jegyzetben szerepls 36. Allitas, miszerint ekvivalens vektorrendszerek rang-
ja megegyezik, egyszertien adodik a dimenzi6 fogalmanak fentebb vazolt felépitésébdl. Valoban,
ugyanis egy vektorrendszer rangja (33. Definicid) nem mas, mint a vektorrendszer altal gene-
ralt altér (22. Definicio) dimenzidja. Két vektorrendszer ekvivalens, ha ugyanazt az alteret
generaljak (24. Definicio). Tehat rangjuk megegyezik, hisz az azonos ezen altér dimenziojaval.



