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Bevezetés

Ez a feladatgytjtemény a Szegedi Egyetemi Kiad6 gondozasdban a Polygon Jegyzettar sorozat tagja-
ként megjelent Linearis algebra fizikusoknak cimi egyetemi jegyzet kiegészitéseként késziilt. A gytijtemény
az emlitett konyvben kittizott feladatokon til szamos olyan feladatot is tartalmaz, amelyek a jegyzetbe
strukturalis és didaktikai szempontok miatt nem keriiltek be. Ilyenek példaul az olyan feladatok, amelyek
a linearis algebra alkalmazasaihoz tartoznak. A fejezetek és a koz0s feladatok szamozasa megegyezik a
jegyzetével.

A gytjtemény elsédleges célja a torzsanyagon tulmutatod, sokszintibb feladatok kihivasat keresd hall-
gatok kiszolgalasa. Pontosan emiatt azoknak ajanljuk, akik mar az alapvets fogasok, modszerek terén
megfelel§ jartassagra tettek szert.

Szeged, 2011. szeptember

Gorbe Tamds Ferenc
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1. Osszeszamlalasi alapfeladatok

1. Hozzuk egyszeriibb alakra a kiovetkezd kifejezéseket:

n! n! 1 1
(@) Gy ®) = © 0t
1 1 ) (- 2): (n+2)! ol
n  (n+1) . (4 3)(n42)n!
© 1 ¢ Wnl =3t -men =y O 0

2. Hatarozzuk meg, hogy hany nullara végzédnek az alabbi szamok!

(61)!
() (L) (B (@ @65 (@) g

3. Egy uszoversenyen 8 versenyzs indul. Hanyféle beérkezési sorrend lehetséges?

4. Arthur kiraly és 5 lovagja a kerek asztal koriil tanacskoznak.
(a) Hanyféle iilésrend lehetséges?
(b) Hanyféle tilésrend lehetséges, ha Arthur kiraly helye fix?

5. Hanyféleképpen darabolhatunk fel egy 100 cm-es mérészalagot 1 cm-es darabokra (ha ollonk egyszerre
csak egy réteget tud elvagni)?

6. Egy hegyen 10 sipalya van. Ezek koziil 4 zold, 3 kék, 2 piros, és 1 fekete jelzésti.

(a) Hanyféle sorrendben lehet az Gsszes palyan lecstuszni, ha az azonos szini
palyak lényegében egyformak?

(b) Hanyféle sorrendben lehet az Gsszes palyan lecsiszni, ha a fekete palyat
hagyjuk utoljara?

7. Hany ,sz6t” tudunk képezni a
(a) FIZIKA; (b) MATEMATIKA; (c) ABRAKADABRA;

sz6 bettiibsl?

8. Igazoljuk, hogy

o @-05) o (-G
o ()= ()@ ()60 - G

9. Egy hételemtii halmaznak hany négyelemi részhalmaza van?



2 1. Osszeszamldldsi alapfeladatok

10. Hanyféleképpen olvashato ki a kovetkezd tablazatbol a KOMBINATORIKA szo, ha a tablazat bal
fels6 bettijéts] indulunk, és az egyes lépésekben csak jobbra vagy lefelé léphetiink?

>Z=WE OX
He=2Z—wWgOo
OHpzZz~TZ
TOH» 2z~
—HEHOHPZ -
NP OHEZ
>R =0

11. Egy tizfGs tarsasdgban mindenki mindenkivel kezet fog. Hany kézfogas torténik?

12. Hany egyenest hataroznak meg egy szabélyos nyolcszog csicspontjai? A feladatot oldjuk meg az
n-szog esetére is! Adjunk ebbdl formulat egy szabalyos n-szog atloinak szamaéra!

13. Egy 25 f6s csoportban 4 egyforma ajandékot osztunk ki. Hanyféle ajandékozas lehetséges, ha

(a) egy ember csak egy ajandékot kaphat?
(b) egy ember tobb ajandékot is kaphat?

14. Egy cukréaszdaban 30-féle fagylaltot arulnak. Hanyféleképpen lehet harmat kivalasztani?
15. Egy 120 résztvevss kerékparversenyen hanyféle modon alakulhat ki a harom dobogods helyezés?
16. Hany olyan négyjegyt természetes szam van, amely csupa péros szamjegybdl all?

17. Hanyféleképpen olvashato ki a kdvetkezs tablazatbol az EGYETEM szo, ha a tablazat bal fels
betijébdl indulunk ki, és az egyes 1épéseket csak jobbra vagy lefelé tehetjiik?

E G Y E T E M
G Y E T E M
Y E T E M
E T E M

T E M

E M

M

18. Egy dobokockaval haromszor dobunk egymés utan. Hanyféle haromjegyt szdmot kaphatunk igy?

19. Hany személyi igazolvany szam készithets 26 betii és 10 szamjegy felhasznalasaval, ha egy személyi
igazolvany szam 6 szamjegybdl és 2 bettibsl all7?

20. Irjuk fel a binomialis tétel segitségével a kovetkezs hatvanyokat:
(a) (@—=3)% () @Qz+5)% () (¥-1DY% (d) (a—b™

21. Irjuk fel hatvanyalakban a kovetkezs Gsszegeket:
(a) a*—4a3+622—4x+1; (b) a®+ 10a* + 40a® + 80a? + 80a + 32.

22. Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagokat:

0 () Q) )-r
o () () ()-e

23. Adjunk meg egy siknak harom kiilonb6z6, 6nmagara valo kélcsondsen egyértelmd leképezését.
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24. Hatarozzuk meg az
(a) PERMUTACIO; (b) LIMESZ; (c) PLANCK; (d) INTEGRAL;

szoban az inverzidban all6 bettiparok szamat, ha alapsorrendnek az abécé sorrendet vessziik!

25. Hatarozzuk meg az
(a) 645213; (b) 3421; (c) 7253416; (d) 132465;

szamban az inverzioban all6 szamparok szamat, ha alapsorrendnek a névekvé sorrendet vessziik!

26.* Bizonyitsuk be, hogy az 1,2, ...,n szamok tetszéleges m permutaciéja esetén

0<I(r)< (;‘)

Igaz-e, hogy tetszdleges 0 és (g) kozotti k egész szamhoz létezik olyan o permutécio, amelyre (o) = k?

27.* Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges véges halmaz esetén

(a) barmely két permutécié egymas utani végrehajtasa helyettesithetd egyetlen permutacioval!

(b) létezik olyan permutacio (egységelem), amelyet barmely permutécié utan végrehajtva az eredmény
nem véaltozik!

(c) barmely permutéacionak van inverze, azaz egy olyan permutécio, amely ,visszaéllitja” az eredeti
sorrendet!

28. Hany 28-cal kezd6d6 szam képezhets a 0, 2,4, 6,8 szamjegyekbdl felhasznéalaséval, ha minden szam-
jegyet csak egyszer hasznalhatunk fel?

29. Hany olyan haromjegyt péaratlan szam van, amelynek minden szamjegye kiilonb6z67

30. Egy 52 lapos kartyacsomagbol egymas utan kihuzunk 5 kartyat. Hanyféleképpen lehetséges ez, ha a
kihuzott lapok sorrendje nem szamit, és

(a) visszatevés nélkiil hazunk?
(b) visszatevéssel huzunk?

31.* Bizonyitsuk be a kivetkezd azonossagokat:

1) ,06) .6 () _ (n+1Y,
(a) +2(’f)+3(2”)+m+n(nf1)_< ) )

(b) (kil)+2(z>+(kil):<2—ti)

(c) <T>+2(Z>+3<g>+-~+n<2):n-Q"1;

o )+ s

(o) (D) G0 - )
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32. Melyek hataroznak meg permutéciot az alabbiak koziil? A permutéciokat adjuk meg révid forméaban

is!
a b ¢ N A V 0
(b)<dda © \v x o &

@ (133 0
3 ;1) © (ea O ®); o (L f)_

d .
b )

=N NN

1

d

@ (s ® & O T

33. Az alabbi permutéaciokat adjuk meg révid formaban és hatarozzuk meg benniik a ciklusok hosszat!
1 2 3 4 5 6 SR AN ® O O O

(&) <342165> (b) (JﬁJi‘)’(C) (oooo)'

34. Hatarozzuk meg az alabbi permutéciok inverzioszamat és allapitsuk meg a permutaciok paritasat!
12345b1234'( A E K M T

@ {31425 ® 4321) @ a7 e k)

35.% Mennyi az aldbbi permutaciok inverziészama?

) 1,3,5,...,999,1001, 1000, 98, . ..,4,2;
) 11,13,15,...,99,101, 1;
¢) 51,52,...,100,1,2...,50.



2. Komplex szamok

1. Hatarozzuk meg az alabbi komplex szamok valos, ill. képzetes részét!
(a) 1+4 (b) 34 (¢) 6,5;
(d) 9+9i; (e) 1,77+23i; (f) 5,38+ 1,66:.
2. Hatarozzuk meg az a, b valés szamokat gy, hogy teljesiiljon:
(a) a+bi =2+ 4 (b)  3a+ 2bi =12 — 6i;
(¢) 2a-— (8, 5a + gbz) =13—-4,5i; (d) 2%— (logzb)i = —2i+8.

3. Irjuk kanonikus alakra az alabbi komplex szamokat!
(a) 44 5i+ 64 (b) Ti4++v—9;

6 1 5 7
. 3 . . .
(C) 1+Z*5712, (d) (5+32>+<2+4Z>
4. Hatarozzuk meg az x,y valds szamokat ugy, hogy a

a) (74 9i) + (x + yi) Osszeg valos szam legyen;
b) (2 —5%) + (z + yi) Osszeg valos szam legyen;

c) (3+40)+ (—2x + yi) Osszeg tisztan képzetes szam legyen;
d) (44 4i) + (z + 3yi) Osszeg tisztan képzetes szam legyen.

S~~~ ~

5. Végezziik el az alabbi szorzéasokat!
(a) 2i-(1+5i); (b) (=8i) - (=7i); (¢) (241)-(1—3i);
(d) (5+3i)-(2—1); (e) (6—4)-(b+5i); (f) (1+4)-(1—1).
6. Hatarozzuk meg az z,y valos szamokat ugy, hogy a

(a) (34 4i)(x + yi) szorzat valos szam legyen;
(b)  (a+ bi)(x + yi) szorzat valos szam legyen;
(¢) (a-+ bi)(z + yi) szorzat tisztan képzetes szam legyen;
(d) (14 1)?(x + yi) szorzat tisztan képzetes szam legyen.

7. Szamoljuk ki az " hatvanyokat, ahol n természetes szam!

8. Szamoljuk ki az alabbi hatvanyokat!
(@) (2+30)% ) (3-1)% (¢ (1+20)%
9. Abrazoljuk a komplex szamsikon a kovetkezé komplex szamokat:
(a) 4 (b) —g4; (¢) 144 (d) —2+ 3
1 1, . )
(€ 2—4 (f) 5-5i (g §-2; (h) —-v2-V2i

2 27

10. A komplex szamsikon egy téglalap k6zéppontja az origo, oldalai parhuzamosak a komplex szamsik a
koordinatatengelyeivel , és egyik csicsa —5 + 3i. Irjuk fel a téglalap tobbi csiicsat!

11. Adjuk meg azokat a komplex szdmokat, amelyeknek konjugaltja az eredeti szam

(a) négyzete; (b) kobe.
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12. Trjuk fel a kovetkezs komplex szamokat trigonometrikus alakban!

(a) 1 b)) =1L (c) i (d) =1
(e) 24 f) 144 (&) —1+4; (h) 1—1;
) 14ivE () VB—i () VE+ivE () 3+i

13.* Legyenek z =7 - (cosp +ising) és w = s - (cos1p + isinv) tetszoleges komplex szamok. Igazoljuk
a szorzasra, osztésra és hatvanyozasra vonatkozo képleteket!

14. Szamitsuk ki a z - w szorzatot és a = hanyadost, ha

37 .. 3w T .. m
2—2(cos4+zsm4>, w—\@(cosZJrzst).

15. A komplex szamsikon egy szabélyos haromszog kozéppontja az origd, egyik csiicsa ?z Irjuk fel a
haromszog tobbi csiicsat!

16.* A komplex szamsikon egy szabalyos 6tszog kozéppontja az origd, egyik csticsa az 1 pontban van.
Irjuk fel a 6tszog tObbi cstucsat!

17. Milyen z komplex szamra teljesiil a kovetkezs egyenlGség:
(a) |z|—z=142i; (b) |2|—22=-1-8i; (c) 2|z2|—3z=1-123
(d) |z*| = —4z; (e) 2241z =0; (f) 22+ |zli =1.

18.* Milyen pozitiv egész n-re lesz (1 +14)" = (1 —i)"?

19. Oldjuk meg a komplex szamok halmazén a kdvetkez6 egyenleteket:
(a) 23=1; (b) 2°=1; (c) 27=1; (d) 22=1+i.

20.* Bizonyitsuk, hogy az 2™ = 1 egyenlet gytkeinek Gsszege 0, ha n > 2! Mas széval lassuk be, hogy az
n-edik egységgyokok (n > 2) Gsszege nulla:

€1t+e+ - +e,=0.



3. Vektorok 3D-ben

1. Egy kocka egyik cstcsabol kiindulo élvektorok legyenek a, b, és c. Fejezziik ki a kocka t6bbi csticsaba
mutatd helyvektorokat ezeknek a vektoroknak a segitségével!
2. Legyen u = a+ b és v = a — b. Fejezziik ki az a és b vektorokkal a kdvetkezs vektorokat:

(a) 2u+3v; (b) 2u—4v; (c) fu+2v; (d) —2u+3(u-v).
3. Az ABC haromszog oldalainak hossza a = 6 cm, b = 7 cm, ¢ = 8 cm. Valasszuk az A pontot a
vonatkoztatési rendszer kozéppontjanak, és a B ill. C pontokba mutaté helyvektorok legyenek b és c. Az

A cstucsban talalhato szog felezGje a BC oldalt egy D pontban metszi. Fejezziik ki b, ill. ¢ vektorokkal a
D pontba mutato helyvektort!

4. Egy paralelogramma négy csiicsanak helyvektorai rendre a, b, ¢ és d. Bizonyitsuk be, hogy a+c = b-+d!

5. Bizonyitsuk be a koszinusztételt, vagyis azt, hogy egy a,b, ¢ oldalhosszakkal rendelkez6 haromszog
esetén 2 =a? +b>—2-a-b-cosyp, ahol ¢ az a, b oldalak altal bezirt szog.
6. Hatarozzuk meg az a és b vektorok skaléris szorzatat, ha

(a) [a = 2 b =3,0=7%; (b) [a[=1]b[=1,0=7; ,

(€) lal=35.bl=2¢=7% (d) l|a]=v2b]=v50,p="72;

és o a vektorok bezart szoge.
7.* Milyen esetekben teljesiilhet az (ab)c = (ac)b egyenlgség?

8.% Igazoljuk, hogy a paralelogramma atléi hosszanak négyzetosszege megegyezik az oldalak négyzet-
Osszegével! (Paralelogramma-azonossag)

9. Allapitsuk meg a kivetkezd vektorokban x értékét ugy, hogy a megadott vektorok merdlegesek legyenek
egymasra/
(a) a~(251),b~(=1;0;2); (b) a~ (441),b~ (22 -1;3;1);

(¢) a~(2;2;7),b~ (—2;1;3); (d) aw(xzforl;Q;()),bw(0;%:5;%).

10.* Igazoljuk az alabbi egyenlStlenséget! (Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétlenség)

|x1'$2+y1'y2+21'22|§\/x%JFy%JFZ%' x5+ Y3 + 25

Utmutatds: Hasznaljuk fel, hogy az a ~ (x1,91,21) é b ~ (z2,y2,20) vektorok kozbezart szogének
koszinusza a [—1, 1] intervallumba esik.
11. Végezziik el a kovetkezo kifejezésekben a kijelolt miveleteket:
(a) (a—b)x(2a+b); (b) (a+3b)x(2a—Db); (c) (a+b)x(2a—c).
12. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékét:
() Gxk)% (b) (Ix5)% () [2i—§)x(ExiI.

13. Adott két vektor: a ~ (1,3,—-2), b ~ (4,—1,5). Szamitsuk ki az a, b vektorok &ltal kifeszitett
paralelogramma teriiletét!

14.* Adott az a ~ (2; —3;1) vektor. Keressiink olyan nemnulla x vektort, amelyre |a x x| = a - x.
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15. Igazoljuk a kovetkezd azonossigot: (a x b)? + (a - b)? = a?b?.
16. Adott harom vektor: a ~ (2;3;4), b ~ (2;3;1), és ¢ ~ (1;2;3).
(

(
(
(

a) Donstiik el, hogy az a, b, ¢ vektorok komplanarisak-e?

b) Doéunstiik el, hogy az a, b, ¢ vektorok milyen (bal/jobb) rendszert alkotnak?
c) Szamitsuk ki az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett tetraéder térfogatat!

d) Mekkora a kifeszitett tetraéder a, b vektorok sikjara merdleges magassaga?

17. Ha E =a ~ (2;-1;4), ﬁ =b ~ (6;1;—4), és C"ﬁ = ¢ ~ (1;1;2), akkor mekkora az ABCD
tetraéder térfogata?

18. Van-e olyan 0-tol kiilonbozs vektor, amely merdleges az a ~ (4;2;—1), b ~ (1;2;-2), és a ¢ ~
(5; —2; 4) vektorok mindegyikére? Ha van ilyen, akkor egyet adjunk is meg!

19. Legyen a =i+ j, b=j —1i, és ¢ =i+ k. Komplanarisak-e az a, b, ¢ vektorok?

20.% Az a~ (2;-3;1),b ~ (4;2; —1), és ¢ ~ (1;0; —3) vektorok adottak. Szamitsuk ki az
(a) (axb)xc; (b) ax(bxc)

vektorok koordinatait!



4. Determinansok

1. Hatarozzuk meg az alabbi permutéciok inverzioszamat, paritasat:
1 2 3 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
(&) (2314)’ (b) <54321)’ (c) (53214)'
2. A negyedrendii determinans szamolasakor mi az alabbi szorzatok elGjele:
(a) ai2a43az4a32; (b) a1za2a31a41; ()  a11024a33042.
3. Az n-ed rendii determinéns kifejtésében milyen elGjele van a mellékatloban allo elemek szorzatéanak?

4. Csupan a determinéns definiciojanak felhasznalasaval bizonyitsuk, hogy az

ai1 aiz2 @13 Qa4 ais  aie
21 G22 (23 Q24 A25 0426
asz1 as2 Ga33 as4 azs a3e
ag1 ag2 0 0 0 0
as1 452 0 0 0 0
ag1 0462 0 0 0 0

determinans 0.

5. Csupan a determinans definiciéjanak felhasznalasaval szamitsuk ki z# és 2 egyiitthatojat az alabbi
polinomban:
3r x 2x 1

4 oz 2 -1
f@) =1y o 9 1
1 -1 3 =z

6. Szamoljuk ki definici6 szerint az alabbi determinansokat!

1 2 4 1 42 7
@ 53 o ol f @
1 4 16 0 0 1

7. Legyen a = a1i + asj + ask és b = byi + baj + bsk. Melyik vektort hatarozza meg az

i j k
ay ag ag
b1 by b3

formaélis determinans?

8. Legyenek a ~ (a1, aq,a3),b ~ (b1, ba,b3) és ¢ ~ (c1, ¢, c3) tetszbleges vektorok. Mi az

ap a2 as
by by b3
i C2 C3

determinéns geometriai jelentése?
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9. Valasszuk gy meg az x valos szam értékét, hogy a determinans 0 legyen!

3 6 8 2?2 oz 1
(a) ‘2 i; ) |11 7 z-2[; (¢ |2 1 0o (@ ‘5_13’ 13_196
8 1 5 111

10. Déntsiik el a kovetkezs allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis! Minden esetben indokoljuk doénté-
siinket!

(a) Ha egy matrix minden eleme természetes szédm, akkor a determinénsa is az.
(b) Ha egy matrix minden eleme racionalis szam, akkor a determinansa is az.

(¢c) Haegy 2 X 2-es méretd méatrix determinansa 0, akkor az egyik sor a masik
SZAIMSZOrosa.

(d) Ha egy 3 x 3-as méretd matrix determinansa 0, akkor az egyik sor a masik
két sor valamelyikének szdmszorosa.

(e) Ha egy egészekbdl allo matrix minden eleme oszthato m-mel (m € N), akkor
a determinans is oszthatd m-mel.

(f) Ha egy n x n-es méreti egészekbdl allé matrix minden eleme péros, akkor a
determinéns 2™-nel oszthato egész szam.

(g) Ha egy matrix determinansa péaros szam, akkor a méatrixnak van péaros eleme.

11.* Ha egy maétrixnak van pontosan egy eleme, amely 0, akkor a determinans szamitédsakor hany
nemnulla tag van az n! taga Gsszegben?

12.* Ha egy matrixnak két 0 eleme van, amelyek egy oszlopban helyezkednek el, akkor a determinans
szamitasakor hany nemnulla tag van az n! taga Osszegben?

13. A determinéns elemi tulajdonséagait felhasznéalva szamoljuk ki az alabbi determinansokat:

-2 7 1 ; —53 ; _09
(a) |6 =21 =3|; (b) ;
Lo 7 4 7 -1
0 -6 0 6
1 2 3 n
1 2 -3 7 2 3 4 ... n+1
2 5 3 =2 3 4 5 ... n+2].
© 1s 10 s ¢ @ . . . oD
-9 —22 —-13 3 :
n n+l n+2 2n —1
1 0 0 0 0
0o 1 1 2 3 i 0 0 0
3 5 8 13 11 \/Z 0 0
© 191 34 55 so|° B =
144 233 377 610 Lok /B oo
i 1 1 @ _1 6
2 V12 V24 V40 10
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14. A determinans elemi tulajdonsigait felhasznalva szamoljuk ki az alabbi determinansokat:

;fgg 1 i 1—i 17 27 -3
() |5 o 1 oft ® [L+i i 0|5 (¢ [34 9 6
00 2 1 —i 0 1 51 18 —12

15. A 156, 273, és 351 szamok mindegyike oszthato 13-mal. Igazoljuk, hogy

W DN =
U 3 Ot
— W O

is oszthatoé 13-mal.

16.* Bizonyitsuk be, hogy ha egy n-ed rendd determininsban az ai; és aj; elemek egymas komplex
konjugaltjai, akkor a determinéns értéke valos szam.

17. Szamoljuk ki az alabbi determinansokat:

1111 111 11 1 0 0 0 a a

(a) |11111 1111 111}; (b) |0 cosa —sinal; (¢) |b 0 al;
12345 1234 123 0 sina cosa b b 0

CO(S)SD (1) 8 Sirtl)<p 112 123 1?21 g o 12

. | | |

@ 19 o1 o © i1 16 15 6 ® 2; ‘71; g;
—sinp 0 0 cosy 10 9 8 7 T

18. Szamoljuk ki az alabbi determinansokat:

0 0 10
0 0 01| 1/4 —1/4 1/4

IO ) 12 —1/6 1/3].
L 15 —1/3 1/6

19. Mindkét oldal kiszamolasaval ellendrizziik a determinansok szorzastételét az

1 -4 2 3 -1 0
A= 0 5 -1 és B = -2 0 1
-1 6 =2 0 1 -1

matrixokra.

20. Szamitsuk ki a kovetkezs determinans négyzetét a determinansok szorzastétele alapjan:

5 4 3
-5 3 -2
3 4 2

Ellendrizziik a kapott eredményt!

21. Szorozzuk 0Ossze az alabbi két determinanst:

5 =3 10 -2 0 5
Di=|0 7 1 |; Dy=| 0 1 0
2 9 4 1 0 4

22. Hatarozzuk meg a P;(—3;2), P»(4;1) és P3(1; —3) csticspontt haromszog teriiletét!
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4. Determindnsok



5. Matrixok

1. Hatarozzuk meg az alabbi méatrixok méretét!

@ (533 o 317 g c@ @1 ey @ (3

2. Hatarozzuk meg = és y értékét ugy, hogy az egyenléségek fennalljanak!

(a) (y21 g):(? 56>; (b) (I:;y ,53 112y):(g ,53 12).

3. Legyen
2 1 3 -1
A=| -4 3 | é&B=|3 0
0 2 9 -7

Szamoljuk ki a 24, A+ B, A — 3B, —5B matrixokat!
4. Trjuk fel a C — 3iD maétrixot, ha C' = (27" 3L 4) és D = ("3 2 )"

5. Szamoljuk ki a kévetkezd szorzatokat:
-8

10 -9 6
(a) (1 2 6>~ -2 -4 —1]; () 3 (8 5 —10);
-4 0 -2 -2
7 -8 -8
—4
1
-5 -3 4

3

6. Legyen f(z) =22 — 9z — 1 és A= (%3). Szamitsuk ki az f(A) = A% — 9A — ] matrixot!
7.% Szamitsuk ki a kovetkezé matrixok n-edik hatvanyat!
0 1Y\ 1 1\ 1 1\ cosp —sing
(a) <—1 O) » (b) (O 1) » (0 (1 O) » (d) (sincp cos ) '
8. Keressiink olyan 2 x 2-es A, B matrixokat, amelyekre AB = O, de BA # O.

9.* Mivel a matrixszorzas nem kommutativ miivelet, ezért altaldban nem igaz, hogy [A, B] = O. Hata-
rozzuk meg azokat a matrixokat, amelyek barmely matrixszal felcserélhet&k!

10. Bizonyitsuk be, hogy ha AB = BA, akkor
(a) (A+B)>=A%>+2AB+B?% (b) A?-B?>=(A-B)(A+ B).

11. Hatéarozzuk meg a kovetkez$ métrixok kommutatorat: (1%), (4*35).

12.* Egy x szam exponencialisat a kovetkezd végtelen Osszeg segitségével is kiszamithatjuk: e® = 1 +
2 4
T+ 5+ 5 + 5+ Egy A mdtriz exponencidlisat az
A% A3 A4

A _ el il ...
et =T+ A+ 5 +3! —|-4! +
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végtelen Osszeggel definialjuk.
Bizonyitsuk be, hogy ha [4, B] = O, akkor eAT8 = e4 . Bl

13. Igazoljuk, hogy ferdén szimmetrikus matrixok kommutétora is ferdén szimmetrikus!

14. Szamitsuk ki az (A+)+, (A-B)t, BT - A" &s (A+ + BQ)T maétrixokat, ha
C(1+i =2\ . (i i
A‘<1 3—2¢> GSB_(?, 0)'

15.* Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B € F™*" matrixok esetén tr(AB) = tr(BA)!

5. Madtrizok

16. Igazoljuk, hogy tetsz6leges A, B,C' € F**™ méatrixok esetén ha AB = I, akkor tr(BCA) = tr(C)!

17.* Bizonyitsuk be, hogy az AB — BA = I egyenléség sohasem teljesiilhet!
18. Adjunk altalanos formulat a 2 x 2-es méatrixok inverzére!
19.* Igazoljuk, hogy egy ortogonalis matrix determinansa +1 vagy —1!

20. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok inverzét:

@ (32 o (53 © é % I (@ _%1 zl §

21. Szamitsuk ki ®(A)-t, ha ®(X) =+ X)-(I - X)tes A= (3 5).

22.* Bizonyitsuk, hogy egy unitér matrix determinansénak abszolut értéke 1!

% i 0 -13 0
23." Hatéarozzuk meg az A = ( 2 441 8

2
3) matrix rangjat!
-4 5 0

0



6. Vektorterek

1. Mutassuk meg, hogy a csupa 0 komponensbdl allo vektor lesz a nullvektor a szam n-esek klasszikus
(komponensenkénti) dsszead4saban!

2. Igazoljuk, hogy a 4. Példak valoban teljesitik a vektortér-axiomakat!

3. Déntsiik el, hogy a valos egyiitthatos polinomok Rlx] vektorterének alabbi részhalmazai alteret
alkotnak-e a valos szamtest felett, ha a miiveleteket a szokisos moédon értelmezziik! A p polinom fo-
kat deg(p)-vel jeloljiik.

(a) {p:deg(p) =100 vagy p=0}; (b) {p:deg(p) < 100};

() {p:ax+1|pk (d) {p:p(1) =0}

(e) {p:p(1)=1} (f) {p:p egyiitthatoinak tsszege 0};

(g) {p:p-nek van valos gyoke}; (h) {p: p egyiitthatdi racionalis szamok}.

4. Dontsiik el az alabbi allitasok koziil melyek igazak, melyek hamisak! Valasztasunkat indokoljuk!
(a) Ha v =#£0és v =pv, akkor A = y;
(b) Ha X\ #£0 és Au = \v, akkor u =v;
(¢c) Hau,v#£0, \,u#0, és \u=puv, akkor \=p ésu=v.

5. Mutassuk meg, hogy az U vektortér nullvektorabol all6 {0} halmaz altere U-nak.
6. Igazoljuk, hogy ha U és W a V vektortér altere, akkor U + W is az.
7. Igazoljuk, hogy ha U és W a V vektortér altere, akkor U N W is az.

8.% Jeldlje V az n-nél nem nagyobb fokszamu polinomok vektorterét, U pedig azon legfeljebb n-ed foku
polinomok halmazat, amelyek értéke O a ty,...,t;, j < n pontokban. Mutassuk meg, hogy U altere V-nek.

9. Az R? valos vektortér alabbi részhalmazai koziil melyek alterek?
(a) {@y2)ioty+z=0k () {(m,y,2):z y+z=0}
() {(z,y,2):24+y+z=1}; (d) {(z,y,2):204+3y+2z=0¢és 2 —2z=0};

10.* Legyen W altér a V vektortérben és U C W. Bizonyitsuk be, hogy U akkor és csak akkor altér
V-ben, ha altér W-ben.

11. Generatorrendszert alkotnak-e az alabbi vektorrendszerek az R? vektortérben?
(a) (1;1;-1),(1;-1;1),(1;0;0); (b)  (1;0; 1), (0; =1;1), (=1;1;0);
(€ (11;1),(1;1;0), (1;0: 1), (0;1;1); - (d)  (151;1),(2;1;0), (1;0; —1), (0;1;2).

12. Dontsiik el, hogy igazak-e a kovetkezd allitasok! Valasztasunkat indokoljuk!

(a) A valos egytitthatos polinomok vektorterében:
r—1¢e(x®—1,2%—x 2% 2% 222 -3z +1);
(b) A valos egyiitthatds polinomok vektorterében:
rH+1e (a3 —1,2%—w 2% — 2% 202 - 3z +1);
(c) A valds egylitthatos polinomok vektorterében:
r4+1e (a3 —1,2% -z 2% — 2% 222 + 3z + 1);
(d) A valds fiiggvények vektorterében:

1 1
E€<171Tx>
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13. Mutassuk meg, hogy ha az x1, ..., x, vektorok linearisan fiiggetlenek, akkor egyik sem nullvektor!

14. Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢, d vektorok egyike sem nulla. Mit mondhatunk a négy vektor linearis
fliggGségérsl, ha

(a) a,b,c linearisan fiiggs és c, d linearisan fiiggs?

(b) a,b,c linearisan fliggetlen és c,d linearisan fiiggs?

(¢) d,Db linearisan fiiggetlen, c,d, b linearisan fiiggd és a, c linearisan fliggs?

15. Déntsiik el, hogy az alabbi vektorrendszerek koziil melyek a linearisan fiiggetlenek?
(a) (3;-2),(=16,5;11); (b)  (1;0;=2),(3; =1;5), (0; 75 —4);
() (4-6;1),(=7,-2;3),(1;6;1); (d) (43;7;1),(=2;6;12;1),(8;3; =3; —4).

16. Adjuk meg az x paraméter értékét ugy, hogy a vektorrendszer linearisan fliggs legyen!
(a) (9;2),(=5;2); (b) (1;3;0), (=2;7;5), (w; —1;2);
() (1;254),(52;2), (L42); (d)  (1;05151),(22;150),(=1;2,1,2), (1;1;2; 7).

17. Tekintsiik a {vq,...,v,} C V vektorrendszert. Adjunk egy modszert két tetszéleges vektor felcseré-
lésére az 1. és 2. elemi atalakitasok segitségével!

18. Tekintsiik a legfeljebb 20-ad foki valos egyiitthatds polinomok szokasos vektorterét a valos test felett.
Adjunk meg egy-egy bazist az alabbi alterekben. Egy altalanos ag 4+ a1z + - - - 4+ a2022° polinomot p-vel
jeloliink.

(a) {p|degp <10 vagy p=0}; (b) A{p|p(1) =0}
(¢) {p|p egyiitthatoinak az dsszege 0}; (d) {p|p(3) =2p(4)}.

19.* Legyen vy,...,V, bazis a V vektortérben és
u; =ai;vy + -+ apiVnp, Zzl,,’ﬂ

Bizonyitsuk be, hogy uy, ..., u, akkor és csak akkor alkot bazist V-ben, ha az a;;-kbél képzett n-edrendd
determinéns nem nulla.

20. Legyenek U és W alterek V-ben, dimV = 40, dimU = 24 és dim W = 19. Bizonyitsuk be, hogy
Unw # {0}

21.* Legyenek U és W alterek V-ben. Bizonyitsuk be, hogy dim(U, W) < dim U + dim W'.

22. Tekintsiik R3-ben a kovetkezs bézist: e; = (1;1;1), ex = (1;1;0), ez = (1;0;0). Hatarozzuk meg

ebben a bazisban a kovetkezs vektorok koordinatéait:
(a) (1;2;3); (b) (=3;6;7); (c) (2;-1;0); (d) (2;59;2).

23. Legyen v = (3;2;
koordinatai az e; = (

;1;0), fo = (1;0;1), f3 = (1;1;1) bazisra vonatkoztatva. Mik v
;0), e3 = (0;0; 1) bazisban?



7. Linearis egyenletrendszerek

1. Oldjuk meg a kovetkezd kétismeretlenes linearis egyenletrendszert!

2. Oldjuk meg a kovetkezs haromismeretlenes linearis egyenletrendszert!

r+3y+4z=2
20+ 6y +62=2 .
r4+4y+3z=1

3. Irjuk fel a kovetkezs linearis egyenletrendszerek bévitett matrixat!

1 +To+x3—T4 =2 r—y—z=1
(a) 1 —xo+ax3+x4=3 ; (b) 9 —y+2=5
—2x3+ 33 — x4 =19 20 — 3y + 2z = —3

4. Dontsiik el, hogy megoldhato-e a kovetkezs linearis egyenletrendszer (Hasznéaljuk a Kronecker—Capelli-
tételt)!
T1+To+ 23— 24 =4
2x1 + 220 + 223 — 224 =5
2.%1 — T9 +4I3 =-1
5. Hany pontban metszi-e egyméast az aldbbi hdrom sik?

x1+x2—|—x3:6
r1 +x9+2x3=8.
1 —To+2x3=0

6. Oldjuk meg a kovetkezs linearis egyenletrendszereket!

2%171’271'3:4 1131*4332+51'3:0
(a) 3x1 +4xg — 223 =115 (b) 201 —x9+ 323 =0 .
3x1 — 229 +4x3 =11 3r1 4+ 229 +23=0

7. Valasszuk meg a t valos paramétert gy, hogy az alabbi linearis egyenletrendszer megoldhato legyen!

201 —x9+ a3+ x4 =1
x1+2x27x3+4x4:2 .
x1—|—7x2—4x3+11x4:t

8. Oldjuk meg a kovetkezd linearis egyenletrendszert!

$17$2+$3:4

Ty + 229 + 23 = 13
2.7,‘1 +4$2+2$3:26 ’
4xy + Sxo + 4x3 = 43
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9. Oldjuk meg a Cramer-szabaly segitségével a kovetkezd linearis egyenletrendszereket!

3x1+ 220 —x3 =4 1 + 29+ 223 = —1
(a) 1 +x2e—x3=3; (b) 2r1 — T + 223 = —4 .
2rx1 — bxo +4x3 =1 4ry + T + 43 = —2

10.* Adott 13 stly. Barhogyan is vesziink el egyet, a maradék 12 stlyt fel lehet tigy pakolni a (kétkart)
mérlegre, hogy az ki legyen egyensulyozva. Mutassuk meg, hogy ez csak gy lehetséges, ha a stulyok mind
egyformék!

11. Indokoljuk a Cramer-szabalyt hasznalva, hogy az elemi atalakitasok miért nincsenek hatéssal a linearis
egyenletrendszer megoldhatosagara/megoldasairal

12. Déntsiik el az alabbi R*-beli vektorokrél, hogy linearisan fiiggetlenek-e! Ha lineéarisan fiiggsk, akkor
adjunk meg egy nemtrivialis linearis kombinéciot, amely a 0-t adja eredményiil.

1 0 6
2 -1 6
4 1’1 31714
-1 ) 0

13.* Déntsiik el az alabbi C3-beli vektorokrol, hogy linearisan fiiggetlenek-e! Ha linearisan fiiggsk, akkor
adjunk meg egy nemtrivialis linearis kombinéciot, amely a 0-t adja eredményiil.

1+ 0 0
o |.l3],[1
1 0 1



8. Linearis leképezések, linearis transzformaciok

1. Dontsiik el az alabbi leképezésekrdl, hogy linearisak-e!
(a) AAIR->R, z—az—-1; (b) B:R—-R, z—3-x.

2. Dontstiik el az alabbi leképezésekrdl, hogy linearisak-e!
(a) A:C—R, z+— Re(2); (b) B:C—R, z+— |z
(¢) C:C—R, z+ arg(z); (d) D:C— R, z+— max{Re(z),Im(2)};
() E&:R—C, z—cos(x)+i-sin(z); (f) F:R-R, z— —zx.

3. Déntsiik el az alabbi leképezésekrdl, hogy linearisak-e!
(a) A:R™"™ - R, A—det(4); (b) B:R™™ 5 R, A tr(A).

4. Dontsiik el az alabbi leképezésekrsl, hogy linearisak-e!
(a) A:R® =R, v |v|; (b) B:R" =R, v—max{v; |i=1,...,n}
() C:RP =R} viev+i (d) D:RP =R, visi-v

5. Adjuk meg az A: R? — R?, v — Av leképezés magterét és képterét, ahol A = (%?2 _1//§)2/2).

6. Adjunk meg legalabb négy, a 3-dimenzios vektorok terén értelmezett linearis transzformaciot!

7. Legyen A: R® — R?, (z,y,2) — (x,y) és B: R — R? (2,y,2) = (27,9). Adjuk meg az A + B és
A — 3B leképezéseket és alkalmazzuk Gket az (1; —2;3) vektorral

8. Legyen A: R? — R3, (2,9) = (—z,y,2) és B: R* — R? (z,y,2) — (z,y). Adjuk meg az A - B
leképezést és alkalmazzuk a (0;1;1) vektorral

9. Legyen A: R? — R? az origo koriili 7/4 szdggel torténds forgatas, B: R? — R? pedig az y = x egyenesre
val6 tiikrozés. Adjuk meg az A - B és B - A szorzatokat!

10.* Legyen R, (7/2): R? — R3 az x tengely koriili 7/2 szoggel torténs forgatds, R, (7/2): R® — R? az
y tengely koriili m/2 széggel valo forgatas. Igazoljuk, hogy R, (7/2) - Ry(7/2) # Ry(7/2) - Ray(n/2)!

11. Adjuk meg a

stkvektorokat = tengelyre tiikkr6zé

sikvektorokat origo koriil 7 /4 szoggel elforgatod
sikvektorokat origéd koriil ¢ szoggel elforgato
sikvektorokat origéra koézéppontosan tiikr6zé

térbeli vektorokat a z tengely koriil 7/3 szoggel elforgatod
térbeli vektorokat az x—y sikra vetitd

=

a
b
c
d

~—

e
f

A/_\AA,_\,_\
~—

linearis transzformécié matrixat a standard bazisban!
12. Adjuk meg az A: R™ — R""![z], (ag,a1,...,an_1) — ap + a1@ + -+ + a,_12" ! linedris leképezés
métrixat az {e;}"; C R™ és {1,xz,...,2" 1} C R""![z] bazisokra vonatkozoan! (R"[x]: a legfeljebb

(n — 1)-ed foku valds egytiitthatos polinomok vektortere, {e;}? ; pedig a standard bazis)

13. Hatarozzuk meg az A: R3 — R3, (2,y,2) — (x—y, x+2z, x+2y—2) linearis transzformacié matrixat a
standard és a {(3;0;0), (0;1;2), (0; 1; —1)} bézisban is! Szamitsuk ki az (1;2;3) vektor .4 melletti képének
koordinéatait mindkét bazisban.
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14. Valasszunk egy tetszéleges — a standard bazistél kiilonbézé — bazist R2-ben és irjuk fel az alabbi
e, f, g, h egyenesekre valo tiikkrozések matrixat ebben és a standard bazisban is. (Ez &sszesen nyolc 2 x 2-

es matrixot jelent.)
e={(®,0)|z€R)}, f={(,—c)|zER]},
g=A{(x,32) [z €R}, h={(0,2) |z € R}.

15.% Oldjuk meg az el6z6 feladatot azzal a modositassal, hogy tiikrézés helyett merdleges vetitést alkal-

mazunk!

16. Igaz-e, hogy a sikon barmely két origo koriili forgatés hasonld?

19 22
—-15 —17)°

17. Hasonlo-e az alabbi két matrix?

b
Il
~
=
w
N
N
oy
Il



9. Sajatérték, sajatvektor

1. Adjuk meg

a) a sik x tengelyre torténd tikrozésének

b) asik y = x egyenesre torténd tiikrozésének

c) a sik origo koriili /4 szogl forgatasanak

d) a sik origd koriili ¢ szogd forgatasanak

e) a sik origora torténd kozéppontos tiikkrozésének
(f) azy tengelyre torténd vetités

sajatértékeit, sajatvektorait!

2. Tekintsiik a sik azon transzforméciojat, amely az x tengely mentén 3, az y tengely mentén pedig 2
egységgel nytjtja meg a vektorokat. Adjuk meg a transzformécio sajatértékeit, sajatvektorait!

3. Adjuk meg az A: R? — R3, v = v x i lineéris transzformacié sajatértékeit, sajatvektorait!

4. Legyen A: V — V invertalhat6 linearis transzforméci6. Mit tudunk mondani A~! sajatértékeirsl,
sajatvektorair6l?

5.% Legyenek A,B:V — V linearis transzformaciok. Tegyiik fel, hogy v sajatvektora mindkét transz-
forméacionak rendre a A és p sajatértékekkel. Mit mondhatunk [A,B] = A-B — B - A és v kapcsolatarol?

6. Szamitsuk ki az alabbi matrixok sajatértékeit, sajatvektorait:

6 0 5 4 2 5 4 2
@ (7 %) m (to1)i @ [1o1);
0 1 3 01 3
1 _9 1 0 0 1 0 O
(d) <4 _3> ; (e) 0 -2 1]|; () 0 0 —¢
0 1 3 0 ¢« O
7. Szamitsuk ki az alabbi matrix sajatértékeit, sajatvektorait: <§ é %) , a€clR

8. Az A: R® — R3 linearis transzformacio méatrixa a kanonikus bazisban

1 2 3
A=10 1 -2
1 0 O
Hatarozzuk meg a minimalpolinomot! Ellenérizziik a kapott eredményt!
9. Melyek R? azon linearis transzforméaciéi, amelyek minimalpolinomja elséfoka?

10. Van-e olyan 2 x 2-es valos elemi matrix az egységmatrixon kiviil, amelynek kdbe az egységmétrix?

11. Van-e olyan 2 x 2-es valds elemii matrix az egységmatrixon kiviil, amelynek az 6todik hatvanya az
egységmatrix?

12. Van-e olyan 3 x 3-as valos elemi méatrix az egységmaétrixon kiviil, amelynek kdbe az egységmatrix?
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13. Diagonalizaljuk a

@ (33 o (5 3) w© % % § @y )

matrixot, azaz irjuk fel a matrixat a sajatvektoraibol &llo bazisban!

14.* TIrjuk fel a

A0 0 0
1 A 0 0
0 0 A0
0 0 1 A

matrix karakterisztikus polinomjat!



10. Linearis funkcionalok, dualis tér

1. Mutassuk meg, hogy a 4. Példak kozott szerepls Osszes funkcionél linearis!

2. Tekintsiik az R[z] téren értelmezett a(p) := p”(2) linearis funkcionalt! Hatarozzuk meg az alabbi
polinomok « melletti képét:

(a) 1+ax; (b) 3+2% (¢) 223+42% (d) 2*—325.

3. Tudjuk, hogy az R™*" vektortér standard bazisa a matrixegységek halmaza. Adjuk meg R™*" dualis
terének standard bazisat alkoto linearis funkcionélokat!

4. Tekintsiik a [0, 1] intervallumon integralhato valos fiiggvények terén értelmezett f — fol f(z) dz linearis
funkcionalt és hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények értékét!

5

(a) 22 (b) sin(x) +cos(z); (c) 1o (d) a2e®.

5. Legyen V egy n-dimenzios, F test feletti vektortér (n € N). Lattuk, hogy ekkor V* szintén egy n-
dimenzios F feletti vektortér, igy képezhets a dudlisa: (V*)*. Ezt nevezziik V' mdsodik dudlisanak vagy
bidudlisanak és V**-gal jeldljiik. Igazoljuk, hogy V** izomorf V-vel!

6.* Legyen V egy n-dimenziés (n € N), F test feletti vektortér és U < V egy altér V-ben. Azon o € V*
linearis funkcionalok halmazat, amelyek az U téren eltiinnek, azaz a(u) = 0 teljesiil minden u € U
vektorra, az U tér annulldtoranak nevezziik és U-t-vel jeloljiik. Igazoljuk az alabbi, az U < V altér
annullatorara vonatkozo allitasokat:

(a) dimU* =dimV — dim U;

(b) (U4 =U;

(¢) Ha U a W C V halmazt tartalmazo legsziikebb altér, akkor W+ = U+,
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11. Bilinearis funkcionalok, ortogonalizalas

1. Bilineéris funkcionalok-e az alabbi fliggvények:

(a) A:RxR =R, (z,y)—z-y;
(b) B:R2xR2 =R, (a,b)a-b+1;
(¢) € Rlz] xRlz] =R, (f,9) — deg(f - g)-

2. Adjuk meg az R3 téren definialt skalaris szorzas matrixat a kanonikus és egy attol kiilonbozé bazisban!

3. Igazoljuk, hogy az O: V x V — R, (vq,vs) +— 0 bilinearis funkcional méatrixa barmely béazisban a
nullmatrix! (dim(V) =n € N)

4. Adjuk meg az R"™ téren értelmezett skalaris szorzas matrixat a standard béazisban!

5. Adjuk meg az 2A: R"[z] x R*"[z] = R, (p,q) — p'(1) - ¢(1) bilinearis funkcional matrixat az
{1;2;...;2""1} bazisban!

6. Tekintsiik azt a bilinearis funkcionalt, amelynek matrixa az térbeli vektorok vektorterének standard
bazisaban ({1 (%) 52)4) Mi lesz (i,j) és (2i +3j — k, —2j + k) képe?
7. Hajtsuk végre a Gram—Schmidt ortogonalizaciot az R? vektortér
{(1;2;3),(=1;0;1), (0;1;4)}
bézisan, ha a bilinearis funkcional a skaléris szorzés!

8.* Legyen a bilineéris funkcional A: R2*2 x R2*2 — R, A(A, B) + tr(A + B). Hajtsuk végre a Gram—
Schmidt ortogonalizaciot az R?*? vektortér

)G o)6o)6 o)

9.* Keressiink olyan bazist R3-ben, amelyben az A: R3 x R? — R, (a,b) +~ a1 - b3 + as - by + az - by
bilineéris funkcional méatrixa diagonalis, majd modositsuk gy a béziselemeket, hogy a matrix f6atloja
csak a —1, 0 és 1 szamok koziil kivalaszthaté harom szam &lljon!

béazisan!

10.* Legyen 2A: V x V — R egy bilinearis funkcional és d € V egy olyan vektor melyre 24(d,d) # 0.
Mutassuk meg, hogy a
W:={veV|Adv,d) =0}

halmaz altér V-ben.
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12. Euklidészi terek

1. Tekintsiik az R* valos euklidészi teret az (x,y) := Z?:l x;y; bels6 szorzassal. Hatarozzuk meg az
alabbi vektorok bels6szorzatat és bezart szogét:

(a) x=(1,0,4,-1), y=(3,3,-2,-6); (b) x=1(0,3,-1,5), y =(-2,1,3,0);

@ x=(1,21,3), y=(1,-1,-1,-1); (d) x=(-1,1,3,0), y = (1,0,5,3).
2. Tekintsiik az R3*? valos euklidészi teret az (A, B) := tr(ATB) bels§ szorzassal. Hatarozzuk meg az

alabbi matrixok belsGszorzatat:

1 5 -3 1 3 -2
() A=|-4 1 -1|,B=|-3 4 2 |;
-1 5 -1 -5 -3 -5
3 0 3 ~1
b A=|2 -2 1]|,B=(2 -5 0
-3 4 -3 0 —4 3

3. Mutassuk meg, hogy a 3. és 14. Példakban megadott bilineéaris funkcionalok valéban belsg szorzatok!

4. Igazoljuk, hogy a vektorok tavolsiga rendelkezik a 8. Allitasban leirt metrikus terekre megkovetelt
harom tulajdonsaggal!

5. Bizonyitsuk a 21. Allitast!
6. Lassuk be, hogy a 24. Példaban megadott transzforméacié nem normaélis és nincs ortonormalt bézisa!
7. Irjuk fel a 2 x 2-es komplex unitér métrixok altalanos alakjat!

8. Legyen A: V — V egy 6nadjungalt transzformécio. Igazoljuk, hogy

(a) az A-hoz tartozo (Ax,x) = (x,.Ax) kvadratikus alak valos,

(b) az A transzformacio sajatértékei valosak,

(c) az A transzformécio kilonbozd sajatértékeihez tartozo sajatvektorok orto-
gonalisak!

9. Tekintsiik a sikbeli vektorok ¢ (¢ # km, k € Z) szdgi R, forgatasat. Hatarozzuk meg R, komplex
sajatértékeit és komplex sajatvektorait! Adjuk meg annak a hasonlésagi transzformécionak a matrixéat,
amellyel R, matrixa diagonalizalhato!

10. Mutassuk meg, hogy az adjungéalas rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

(a) (A=A (b) (A+B)f = A+ + B+
(€) (AT = NAT; (d) (AB)* = B+ A*.

11. Mutassuk meg, hogy ha az A: V — V linearis transzformacié elsall A = BTB alakban, akkor A
onadjungalt.

12. Legyen A: V — V egy unitér transzformécio. Igazoljuk, hogy

(a) az A transzformacio megdrzi a V euklidészi téren értelmezett skalarszorzatot,
(b) az A transzformacio megdrzi a V' euklidészi tér vektorainak hosszat,

(¢) az A transzformécio sajatértékei egységnyi abszolat értékd komplex szamok!
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13.*% Igazoljuk, hogy felcserélhets onadjungalt transzformacioknak van kozos sajatbazisal

14.* Legyenek A és B énadjungalt projekciok (azaz A? = A = At és B2 = B = BT). Igazoljuk, hogy az
AB transzformécié minden sajatértéke valos és a [0, 1] intervallumba esik!

15. Tekintsiik azt az A linearis transzforméciot, amelynek matrixa ( i ) a standard béazisban. Adjuk meg
A spektrumat és spektralis felbontasat!
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